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Аннотация. В работе приводятся результаты исследований пространственных 
фильтров, используемых для выделения полезной информации из распределенных сигналов, 

подверженных существенным шумовым воздействиям. Показана настройка 
пространственного фильтра на выделение заданной пространственной моды, а также 
приводятся результаты моделирования работы рассматриваемого пространственного 
фильтра.  
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Введение. 

Математические модели пространственных фильтров 

Описание процесса на физическом уровне  

Известно [1,2], что математическая модель двумерного пространственного фильтра 

(см. рис.1), записывается в виде: 
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где: А– заданное число, x,y,z – пространственные координаты,  – время, 

Т(x,y,z,τ)-фазовая переменная, XL,YL, ZL-заданные величины. 

Граничные условия, для уравнения (1), заданы в виде: 
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где U(x,y,τ) –входное воздействие (см. рис.1). 

Начальные условия полагаем нулевыми. 

 
Рисунок 1 – Геометрические параметры объекта 

Figure 1 – Geometric parameters of the object 

 

 Уравнения (1), (2) описывают математическую модель двумерного 

пространственного фильтра [1,2]. 

Используя пространственный фильтр (1),(2) можно выделить из входного 

воздействия   
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  заданные пространственные моды: )sin()sin()(vk, yxС vk  , где k,v–

фиксированные значения.  

      Сравнение процессов в колебательном контуре и в пространственном фильтре 

приведено в табл. 1. 

 
Таблица 1 – Сравнение процессов в колебательном контуре и процессов  

в пространственном фильтре 

Table 1 – Comparison of processes in an oscillatory circuit and processes in a spatial filter 

Колебательный контур Пространственный фильтр 

   Как известно (//ru.wikipedia.org/wiki/), 

открытие электрического колебательного 

контура связано с трудами многих ученых на 

протяжении нескольких десятков лет (Феликс 

Савари (работы 1826г.), Джозеф Генри (работы 

1842г.), Уильям Томсон (работы1853), и др.) 
Описание процесса колебаний тока в 

контуре без потерь, получено 1845г. немецким 

физиком Г. Р. Кирхгофом 
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Резонансная циклическая частота 

колебаний в идеальном контуре Томпсона 

записывается в виде: 

Математическая модель 

пространственного фильтра: 
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С помощью пространственного фильтра 

(выбором значения А), из входного воздействия, 

содержащего спектр пространственных мод:  
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С помощью колебательного контура 

выделяется заданная несущая частота 

электромагнитных колебаний из всего 

спектра частот, поступающих на вход. 
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 выделяется, заданная (k,γ) 

пространственная мода: 

)sin()sin()(k, yxτС γkγ  , где 

k,γ-фиксированные значения 

 переменных i, j. 

 

Математические модели пространственных фильтров различной мерности 

приведены в [1-6].  

Исследование характеристики одномерного пространственного фильтра. 

Запишем математическую модель одномерного пространственного фильтра. 

Полагая в (2) Ly=0, уравнения объекта могут быть представлены в виде: 
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где U(x,τ)–входное воздействие. 

Положим, что входное воздействие представлено в виде ряда Фурье по 

пространственной координате, которое, с учетом граничного условия (3) записывается в 

виде: 
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         )(С –заданные функции (несущие информацию о полезном сигнале). 

Коэффициент передачи (Кη= Tη (x,


Z ,τ)/( )(С sin(ηx)))  по каждой  

пространственной моде определяется из следующего соотношения 
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   , η= ,1 ,                                                       (6) 

где: 
212 1A /)(   . 

 Если A=1/G (где G непрерывна функция (названная обобщенной 

координатой[2,3]). При изменении Ψ1
2 ≤G<∞, охватываются  все значения функции Ψ2

η , 

(η= ,1 ). Для значений G →Ψ2
η, (η= ,1 )   abs(Кη)→∞ (см.(5)). 

На рис.2 показан график изменения  abs(Кη).       
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Рисунок 2 – График изменения abs(Кη) одномерного пространственного фильтра 

Figure 2 – Graph of changes in the abs(Kp) of a one-dimensional spatial filter 

 

Дискретная модель пространственного фильтра 

Запишем уравнения (3)–(4) в дискретном виде. Схема дискретизации показана на 

рис. 3. 

 
Рисунок 3 – Схема дискретизации 

Figure 3 – Sampling scheme 

 

Положим, что число точек дискретизации по осям следующее : 

по оси Х (0…Nx+1), граничные точки 0 и Nx+1;   

по оси z (0…Nz+1), граничные точки 0 и Nz+1. 

Дискретная модель уравнений (3)-(4) может быть представлена в виде: 
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Полагая 1< k<Nz  и преобразуя (7), получим: 
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Для  k=Nz, получим: 
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Полученные уравнения (7) – (9) описывают дискретную математическую модель 

одномерного пространственного фильтра. Представим рассматриваемую модель в 

матричном виде:  

DX=U,                                                                                         (10) 

где: D –блочная матрица; U–вектор входных воздействий; Х–вектор функций 

выхода. 

)N(

1

)N(
,

,

2,1

1,1

)(

*
12

212

212

2
*
1

X

X

1

.0

0

.

/1,.

.

,

00

0

00

0

00

Z

x

Z
XZ

XZ

ZZ

N

N

N
NN

NN
NN

U

U

zU

T

T

T

T

X

DD

DDD

DDD

DD

D

















































































































































,  (11) 

)(
32

232

232

23

1

)(
12

212

212

21

*
1

00

0

00

0

00

00

0

00

0

00

xxxx
NNNN

СC

CCC

CCС

СC

D

СC

CCC

CCС

СC

D









































































   

(12)  



Modern Science and Innovations. 2024. No. 2 (46) 

 

Issue No. 2, 2024  53 
 

)( xx NN4

4

4

4

2

С000

0C0

00

00C0

000C

D




































               (13) 

 

    )(
221

z

1

x

A2
1С







 ,   22

x

A
C


    ,  )(

223
z

2

x

A2
1С







   , 24

z

1
C


 . 

 

Преобразуя (10), получим: 

                                      X=D-1U,                                        (14)   

Матрица D-1 описывает дискретную модель одномерного пространственного 

фильтра. Этот пространственный фильтр, построенный для фиксированных значений А, 

выделяет из вектора входного воздействия U, дискретные аналоги пространственных мод, 

для которых η
2 =1/ А (выделяет магистрали передачи информации [1,2]). Характер 

изменения определителя матрицы D в окрестности Gi показан на рис. 3. 

    Как известно[5,6], свойства дискретных моделей распределенных систем 

отличаются от свойств исходных моделей в частных производных.  

 
Рисунок 3 – Характер изменения значения определителя в окрестности Gη 

Figure 3 – The nature of the change in the value of the determinant in the vicinity of Gη 

 

Так например, по заданным значениям пространственных мод Gη=Ψη
2

  (см. рис. 2), 

точно определяется значение параметра А для которого значение abs( Кη)→∞ . Результаты 

исследований показывают, что свойства дискретной модели пространственного фильтра 

(6)–(9) отличаются от свойств исходной модели, описываемой уравнениями в частных 

производных. В связи с этим, для обеспечения abs( Кη)→∞, будем осуществлять 

корректировку дискретной модели, путем подстройкой параметров модели (при заданном 

значении параметра А=1/Gη), для обеспечения det(D)→0 (см. рис.3). В рассматриваемом 

случае будем корректировать параметр Δz.  

Постановка задачи: для заданного входного воздействия (15), поступающего на 

пространственный фильтр, выделить заданную пространственную моду (магистраль 

передачи информации [1,2]) и определить «полезную» информацию. 
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Рисунок 4 – График входного воздействия ( )sin(500500),(),( ττxUτxU 


) 

Figure 4 – Input impact graph ( )sin(500500),(),( ττxUτxU 


) 

                                   
Рисунок 5 – Схема моделирования                         Рисунок 6 – Схема дискретизации 
Figure 5 –Simulation diagram                                         Figure 6 – Sampling scheme 

 

Наложим на входное воздействие помеху ( fp=500·sin(500·τ) ) и  дискретный аналог 

воздействия, вместе с помехой   fpτxUτxU  ),(),(


 (см. рис.4, рис.5) подадим на вход 

рассматриваемого пространственного фильтра, схема дискретизации которого приведена 

на рис. 6. 
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      В качестве примера была выбрана шестая магистраль передачи информации (

)6sin()(6 ττC  ), при этом параметр А =1/G6 =1/(π·6/(11·Δх))2, (Lx =11, Δх=1, начальное 

значение Δz=3/4 (размеры в м.)). Схема дискретизации, используемая при моделировании 

работы пространственных фильтров, приведена на рис.6. Корректируя значение Δz (при 

заданном значении параметра А=1/G6), получим, при Δz=0.760500, det(D)=0.00000030.  

 
Рисунок 7 – Результаты моделирования работы функции С6 , первого и второго 

пространственных фильтров 

Figure 7 – The results of modeling the operation of the function С6 , the first and  

second spatial filters 

 

На рис. 7, 8, 9 показаны график функции С6 и графики функций выхода 

пространственных фильтров. 
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Рисунок 8 – Результаты моделирования работы третьего и пятого пространственных 

фильтров 

Figure 8 – Results of modeling the operation of the third and fifth spatial filters 

 
Рисунок 9 – Результаты моделирования работы седьмого и девятого  

пространственных фильтров 

Figure 9 – The results of modeling the operation of the seventh and ninth spatial filters 
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Рисунок 10 – Сигнал С6  и нормированный сигнал выхода пятого фильтра 

Figure 10 – The signal from 6 and the normalized output signal of the fifth filter  

 

Заключение. Результаты моделирования показывают эффективность 

использования пространственных фильтров, при выделении заданной магистрали передачи 

информации (заданной пространственной моды). 

Амплитуда помехи, которая воздействовала на совокупность пространственных мод 

(U(x,)), в 500 раз больше амплитуды полезных сигналов 1,...7i,)(i τC . 

Пространственный фильтр вырезает рассматриваемую помеху. В показанном выше 

примере, для шестой пространственной моды получено, что сигнал на выходе пятого 

фильтра, деленный на максимальную амплитуду (83000000) (нормированный сигнал, см. 

рис.10), по сути повторяет сигнал )6sin()(6 ττC   (см. (15)). Аналогичным образом могут 

быть выделены и другие сигналы 7.1,2,3,4,5,i,)(i τC  
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